
  
كتاب طراحي الگوريتمها: منبع 

جعفر نژاد قمي : مترجم 

درس طراحی الگوريتم ها 
)++ cبا شبه کد های (

درس طراحی الگوريتم ها 
)++ cبا شبه کد های (

دكتر پديداران مقدم: ارائه دهنده 



مرتبه الگوريتم١-٤

 الگوريتم ها يي با پيچيدگي زماني ازقبيلn 100وn
.را الگوريتم هاي زماني خطي مي گويند   

ه مجموعه كامل توابع پيچيدگي را كه با توابع درج
مي  n²) ( θدوم محض قابل دسته بندي باشند، 

.گويند



وم مجموعه اي ازتوابع پيچيدگي كه با توابع درجه س
ناميده مي  n³) ( θمحض قابل دسته بندي باشند، 

.شوند

 برخي از گروه هاي پيچيدگي متداول در زير داده
:شده است

θ(lg n) < θ (n) < θ (n lg n) < θ (n²) < θ (n³) < θ (2 ⁿ)



مرتبه الگوريتم هاآشنايي بيشتر با١-٤-٢

 براي يك تابع پيچيدگي مفروضƒ(n) ،O (ƒ (n) ”O 
“بزرگ

است كه براي آن ها  g (n)مجموعه اي از توابع پيچيدگي   
 Nو يك عدد صحيح غير منفي  cيك ثابت حقيقي مثبت 

:داريم  N  => nوجود دارد به قسمي كه به ازاي همه ي 
g (n) <= c × ƒ (n)

هست g(n)اوی بزرگ مجانب بالايی 



 براي يك تابع پيچيدگي مفروضƒ(n)  ،)Ω (ƒ(n) مجموعه
است كه براي آن ها يك عدد  g (n)اي از توابع پيچيدگي 

وجود  Nو يك عدد صحيح غير منفي  cثابت حقيقي مثبت 
:داريم  N  => nدارد به قسمي كه به ازاي همه ي 

g (n) =>  c × ƒ (n)



:، داريمƒ(n)براي يك تابع پيچيدگي مفروض    
           θ (ƒ(n)) = O (ƒ(n)) ∩ Ω (ƒ(n))

است که  g (n)مجموعه ای از توابع پيچيدگی  θ(ƒ(n))يعنی   
و عدد صحيح غير  dو cبرای آن ها ثابت های حقيقی مثبت 

:وجود دارد به قسمی که  Nمنفی 

c × ƒ (n) <=g(n)<= d × ƒ(n)



 براي يك تابع پيچيدگيƒ(n) ،مفروض)o(ƒ(n) ”o 
است  g (n)عبارت ازمجموعه كليه توابع پيچيدگي” كوچك

به ازاي هرثابت : كه اين شرط را برآورده مي سازند 
وجود دارد  N،يك عدد صحيح غير منفي  cحقيقي مثبت 

به قسمي كه به ازاي 
:داريم N  => nهمه ي    

g (n) <  c × ƒ (n)



ويژگي هاي مرتبه

١- O (ƒ(n)) Є g (n) اگروفقط اگر.ƒ (n) Є Ω (g(n))

٢- (ƒ(n)) θ Є g (n) اگروفقط اگرƒ (n) Є θ (g (n)).

:، در آن صورتa > 1و  b >1اگر  -٣
)ⁿblog(θЄⁿ alog

:،در آن صورتb > a > 0اگر  -٤
aⁿ Є o (bⁿ)



:داريم  a > 0به ازاي همه ي مقادير  -٥

aⁿ Є o (n!)

c >= 0 ،d >0  ،g (n) Єاگر -٦ o (ƒ(n)) و
h(n) Є θ(ƒ(n)) باشد، درآن صورت:

c × g(n) + d × h (n) Є θ (ƒ(n))



:دترتيب دسته هاي پيچيدگي زير را در نظربگيري -٧
θ (lg n) θ (n) θ(n lg n) θ(n²) θ(n^j) θ (n^k) θ (aⁿ) θ (bⁿ) θ (n!)

اگر تابع پيچيدگی. است b > a > 1و  k > j > 2که در آن  
g (n)  در دسته ای واقع در طرف چپ دسته ی حاویƒ (n)

:باشد، در آن صورت 

g (n) Є o (ƒ(n))

 



:فصل دوم

روش تقسيم و حل



روش تقسيم و حل يك روش بالا به پايين است.

ء و حل يك نمونه سطح بالاي مسئله با رفتن به جز
بدست آوردن حل نمونه هاي كوچكتر حاصل  مي 

.شود



روش تقسيم و حل٢-٣

:راهبرد طراحي تقسيم و حل شامل مراحل زير است  
ونه تقسيم نمونه اي ازيك مسئله به يك يا چند نم -١

.كوچكتر
 اگر نمونه هاي كوچك تر به. حل هر نمونه كوچكتر -٢

شت قدر كافي كوچك نبودند، براي اين منظور از بازگ
.استفاده كنيد

 در صورت نياز، حل نمونه هاي كوچك تر را تركيب -٣
.كنيد تا حل نمونه اوليه به دست آيد



هنگام پي ريزي يك الگوريتم بازگشتي ، بايد:
راهي براي به دست آوردن حل يك نمونه ازروي  -١

.حل يك يا چند نمونه كوچك تر طراحي كنيم
) هاي(نهايي نزديك شدن به نمونه) شرايط (شرط -٢

.كوچك تر را تعيين كنيم
.نهايي تعيين كنيم)شرايط(حل را در حالت شرط  -٣



)بازگشتي(جست و جوي دودويي : ٢-١الگوريتم

index B_Search ( index low, index high )
{ 

index mid;
if (low > high )

return 0;
else {

mid = Į (low + high) /2⌡;
if (x = = S [mid])

return mid;

else if ( x < S [mid])

return B_Search (low , mid – 1);

else

return B_Search (mid + 1, high);

}

}



ودويي تحليل پيچيدگي زماني دربدترين حالت براي الگوريتم جست و جوي د
بازگشتي

.S [mid]با  xمقايسه : عمل اصلي 
.، تعداد عناصر آرايه n: اندازه ورودي 

W (n) = W (n / 2)  + 1است           2تواني از  n >1  ،nبراي     

W (1) = 1

W (n) = Į lg n ⌡+ 1 Є θ (lg n)



مرتب سازي ادغامي2-2

ادغام يك فرآيند مرتبط با مرتب سازي است.

ه ادغام دوطرفه به معناي تركيب دو آرايه مرتب شد
.در يك آرايه ي مرتب است



مرتب سازي ادغامي شامل مراحل زير مي شود:
.عنصر n/2تقسيم آرايه به دو زير آرايه، هر يك با  -١
.حل هر زير آرايه با مرتب سازي آن -٢
حل هاي زير آرايه ها از طريق ادغام آن ها  تركيب -٣

.در يك آرايه مرتب





مرتب سازي ادغامي: ٢-٢الگوريتم

void mergsort (int n , keytype S [ ])
{

const int h = Į n/2 ⌡ , m = n – h;
keytype U [1...h],V [1..m];
if (n >1)  {

copy S[1] through  S[h] to U[1] through U[h];
copy S [h + 1] through S[n] to V[1] through V[m];
mergesort(h, U);
mergesort(m,V);
merge (h , m , U,V,S);

}
}



ادغام :٢-٣الگوريتم

void merge ( int h , int m, const keytype U[ ],

const keytype V[ ],  

keytype S[ ] )

{

index i , j , k;

i = 1; j = 1 ; k = 1;

while (i <= h && j <= m) {

if (U [i] < V [j]) {

S [k] = U [i]
i+ + ;

}



}

else {

S [k] = V [j];

j+ +;

}

k+ +;

}

if ( i > h)

copy V [j] through V [m] to S [k]  through  S [ h + m ]

else

copy U [i] through U [h] to S [k]  through  S [ h + m ] 

}



)ادغام(٢-٣تحليل پيچيدگي زماني دربدترين حالت براي الگوريتم 

  
V[j] .با  U [i]مقايسه: عمل اصلي 

،تعداد عناصر موجود در هر يك از دو آرايه  mو  h:اندازه ورودي 
.ورودي

W ( h , m) = h + m - 1



مرتب ( ٢-٢تحليل پيچيدگي زماني دربدترين حالت براي الگوريتم 
)سازي ادغامي

  .مقايسه اي كه درادغام صورت مي پذيرد: عمل اصلي
.S، تعداد عناصر آرايه  n: اندازه ورودي

W (n)      =       W (h)    +    W ( m)    +      h  + m – 1

↓                      ↓                          ↓ 

Uزمان لازم برای مرتب سازی      Vزمان لازم برای ادغام            زمان لازم برای مرتب سازی  

W (n)  = 2 W( n / 2)             است 2توانی از   nکه   n >1برای   + n -1

W (1) = 0

W( n )  Є θ ( n lg n) 



) mergesort 2(٢مرتب سازي ادغامي : ٢-٤الگوريتم

void mergesort2  (index low, index high)

{

index mid;

if  (low  < high)  {

mid = Į ( low + high) / 2 ⌡;

mergesort 2 (low, mid);

mergesort 2 (mid +1, high);

merge2(low,mid,high)

}

}



٢ادغام:٢-٥الگوريتم
.ايجاد شده اند mergesortدر كه Sادغام دو آرايه ي مرتب :مسئله 

void mrge2 (index low, index mid, index high)
{

index i, j , k;
keytype U [ low..high]
i = low; j = mid +1 ; k = low;
while ( i <= mid && j <=  high)  {

if ( S [i]  < S [j] )  {
U [k] = S [i];
i + + ;

}



else {

U [k] = S [j]
j ++;

}
k ++;

}
if ( i >  mid )

move S [j]  through S [high] to U [k]  through U [high]
else

move S [i]  through S [mid] to U [k]  through U [high]

move U [low] through U [high] to S [low] through S [high]
} 



)quicksort(مرتب سازي سريع  ٢-٤

از  در مرتب سازي سريع، ترتيب آنها از چگونگي افر
.آرايه ها ناشي مي شود

 همه عناصر كوچك تر از عنصر محوري در طرف چپ
آن وهمه عناصربزرگ تر، درطرف راست آن واقع 

.هستند



ي مرتب سازي سريع، به طور بازگشتي فراخواني م
شود تا

هر يك از دوآرايه را مرتب كند، آن ها نيز افراز مي    
شوند

واين روال ادامه مي يابد تا به آرايه اي با يك  
.عنصربرسيم

.  چنين آرايه اي ذاتاً مرتب است  





مرتب سازي سريع: ٢-٦الگوريتم

.كليد با ترتيب غير نزولي n مرتب سازي :مسئله  

void quicksort  (index low , index high)

{

index  pivotpoint;

if   ( high >  low) {

partition (low , high , pivotpoint)

quicksort (low , pivotpoint – 1)

quicksort (pivotpoint + 1 , high);

}

}



 افراز آرايه: ٢-٧الگوريتم
.براي مرتب سازي سريع Sافراز آرايه  :مسئله 

void partition (index low, index high,

index & pivotpoint)

{

index i , j;

keytype pivotitem;

pivotitem = S [low];

j = low
for ( i = low +1 ; i <= high; i ++)

if ( S [i] < pivotitem )   {

j++;

exchange S [i]  and S [j];

}

pivotpoint = j;

exchange S [low] and S [ pivotpoint];

}



)افراز( ٢-٧تحليل پيچيدگي زماني در حالت معمول براي الگوريتم 

. pivotitemبا   S [i]مقايسه: عمل اصلي
– n = high: اندازه ورودي low +1  تعداد عناصرموجود در زير ،

.آرايه

T(n) = n - 1



مرتب (٢-٦تحليل پيچيدگي زماني در بدترين حالت براي الگوريتم 
)سازي سريع

. partitionدر روال   pivotitemبا   S [i]مقايسه: عمل اصلي
.S، تعداد عناصر موجود درآرايه  n: اندازه ورودي

T(n)     =      T(0)   +   T( n – 1)   +   n – 1

↓                   ↓                 ↓
زمان لازم براي مرتب سازي                                                                           زمان لازم براي مرتب سازي      زمان لازم براي افراز

زير آرايه طرف چپ                                      زيرآرايه طرف راست



– n > 0                  T (n)  = T (nبه ازاي    1)  + n – 1 

T (0)  =   0

W (n) = n (n – 1) / 2  Є θ (n²)



مرتب سازي (٢-٦تحليل پيچيدگي زماني در حالت  ميانگين براي الگوريتم 
)سريع

. partitionدر   pivotitemبا   S [i]مقايسه: عمل اصلي
.S، تعداد عناصر موجود در  n: اندازه ورودي

A (n)   Є θ (n lg n)





الگوريتم ضرب ماتريس استراسن٢-٥

يق پيچيدگي اين الگوريتم از لحاظ ضرب، جمع و تفر
.بهتر از پيچيدگي درجه سوم است

 ٢×٢روش استراسن در مورد ضرب ماتريس هاي 
.ارزش چندانی ندارد



استراسن :٢-٨الگوريتم 

 ٢توانی از  nکه در آن  n ×nتعيين حاصلضرب دو ماتريس : مسئله 
.است

 void starssen ( int n
n × n _ matrix A,

n × n _ matrix B,

n × n _ matrix & C)

{

if ( n <= threshold) 
compute C = A × B using the standard algorithm;



else  { 

partition  A into  four  submatrics A11, A12 , A21,A22;

partition  B into  four  submatrics B11, B12 , B21,B22;
compute C = A × B using Starssen’s Method;

}

}



Strassen's Matrix Multiplication Strassen's Matrix Multiplication 



Basic Matrix Multiplication

Suppose we want to multiply two matrices of size N 
x N: for example A x B = C.

21b12a+ 11b11a= 11C

22b12a+ 12b11a= 12C

21b22a+ 11b21a= 21C

22b22a+ 12b21a= 22C
2x2 matrix multiplication can be 

)32=8
2

log2(multiplication.8 accomplished in  



Basic Matrix Multiplication
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void matrix_mult (){

for (i = 1; i <= N; i++) {  

for (j = 1; j <= N; j++) {            
compute Ci,j;

}

}}

algorithm

Time analysis



Strassens’s Matrix Multiplication

Strassen showed that 2x2 matrix multiplication can be 
accomplished in  7 multiplication and 18 additions or 
subtractions. .(2log

2
7 =22.807)

This reduce can be done by Divide and Conquer 
Approach.



Divide-and-Conquer

Divide-and conquer is a general algorithm design 
paradigm:
 Divide: divide the input data S in two or more disjoint 

subsets S1, S2, …
 Recur: solve the subproblems recursively
 Conquer: combine the solutions for S1, S2, …, into a 

solution for S

The base case for the recursion are subproblems of 
constant size

Analysis can be done using recurrence equations



Divide and Conquer Matrix Multiply

A  B =             R

A0 A1

A2 A3

B0 B1

B2 B3

A0B0+A1B2 A0B1+A1B3

A2B0+A3B2 A2B1+A3B3

 =

•Divide matrices into sub-matrices: A0 , A1, A2 etc

•Use blocked matrix multiply equations

•Recursively multiply sub-matrices



Divide and Conquer Matrix Multiply

 =a0 b0 a0  b0

A  B =             R

• Terminate recursion with a simple base case



Strassens’s Matrix Multiplication

P1 = (A11+ A22)(B11+B22) 
P2 = (A21 + A22) * B11
P3 = A11 * (B12 - B22) 
P4 = A22 * (B21 - B11) 
P5 = (A11 + A12) * B22
P6 = (A21 - A11) * (B11 + B12) 
P7 = (A12 - A22) * (B21 + B22) 

C11 = P1 + P4 - P5 + P7
C12 = P3 + P5
C21 = P2 + P4
C22 = P1 + P3 - P2 + P6



C11 = P1 + P4 - P5 + P7
= (A11+ A22)(B11+B22) + A22 * (B21 - B11) - (A11 + A12) * B22+

(A12 - A22) * (B21 + B22)
= A11 B11 + A11 B22 + A22 B11 + A22 B22 + A22 B21 – A22 B11 -

A11 B22 -A12 B22 + A12 B21 + A12 B22 – A22 B21 – A22 B22
= A11 B11 + A12 B21

Comparison



Strassen Algorithm
void matmul(int *A, int *B, int *R, int n) {
if (n == 1) {

(*R) += (*A) * (*B);
} else {

matmul(A, B, R, n/4);
matmul(A, B+(n/4), R+(n/4), n/4);
matmul(A+2*(n/4), B, R+2*(n/4), n/4);
matmul(A+2*(n/4), B+(n/4), R+3*(n/4), n/4);
matmul(A+(n/4), B+2*(n/4), R, n/4);
matmul(A+(n/4), B+3*(n/4), R+(n/4), n/4);
matmul(A+3*(n/4), B+2*(n/4), R+2*(n/4), n/4);
matmul(A+3*(n/4), B+3*(n/4), R+3*(n/4), n/4);

}

Divide matrices in sub-matrices and
recursively multiply sub-matrices



Time Analysis



در )استرسن(٢-٨تحليل پيچيدگي زماني تعداد ضرب ها در الگوريتم 
حالت معمول

.يك ضرب ساده: عمل اصلي 
.، تعداد سطرها و ستون ها در ماتريس  n:اندازه ورودي 

T (n)  = 7 T (n / 2)   است2تواني از  nكه   n > 1به ازاي 

T (1) = 1

T (n)   Є θ ( n ^2.81)



تحليل پيچيدگي زماني تعدادجمع هاو تفريقهاي الگوريتم 
درحالت معمول)استرسن(

.يك جمع يا تفريق ساده: عمل اصلي
.، تعداد سطرها و ستون ها در ماتريس  n:اندازه ورودي 

²       )+T (n) = 7T(n/2(n/2) 18است2تواني از  nكه   n > 1به ازاي 

T ( 1 ) = 1

T ( n ) Є θ ( n ^ 2.81)



ضرب اعداد صحيح بزرگ: ٢-٩الگوريتم

vو  uضرب دو عدد صحيح بزرگ: مسئله 

large _ integer prod ( large_integer u, large_integer v)

{

large_inreger x , y , w , z ;

int n , m ;

n = maximum(number of digits in u,number of digits in v)

if  (u = = 0 || v = = 0)

return 0 ;



else if (n < = threshold)
return u × v obtained in the  usual way;

else {

m = Į n / 2 ⌡;

x = u divide 10 ^ m  ;  y = rem 10 ^ m;

w = v divide 10 ^ m  ;  z = rem 10 ^ m;

return prod (x ,w) × 10 ^2m +  ( prod ( x, z) + prod                 
(w, y )) × 10 ^ m + prod ( y, z);

}

}



ضرب ( ٢-٩تحليل پيچيدگي زماني در بدترين حالت براي ا لگوريتم
)اعداد صحيح

دستكاري يك رقم دهدهي در يك عدد صحيح بزرگ در: عمل اصلي  
، divide 10 ^ mهنگام جمع كردن ، تفريق كردن، يا انجام اعمال 

  rem 10 ^m  10× يا ^ m .از اين اعمال را  هر يكm   بار انجام مي
.دهد

.، تعداد ارقام هر يك از دو عدد صحيح n:اندازه ورودي

 + W ( n ) = 4 W (n / 2)است2تواني از  nكه   n > sبه ازاي  
cn
W ( s ) = 0 

W ( n )  Є θ ( n² )



٢ضرب اعداد صحيح بزرگ  :٢-١٠الگوريتم 

large_integer prod2 (large_integer u , large_ integer v)

{

large_integer x , y , w , z , r , p , q;

int n , m;

n = maximum (number of digits in u,number of digits in v);

if (u = = 0 || v = = 0)

return 0 ;

else if (n < = threshold)
return u × v obtained in the  usual way;         



else {

m = Į n / 2 ⌡;

x = u divide 10 ^ m  ;  y = rem 10 ^ m; 

w = v divide 10 ^ m  ;  z = rem 10 ^ m;

r =  prod2 (x + y, w + z );

p = prod2 ( x , w )

q = prod2 ( y , z );
return  p ×10 ^ 2m + ( r – p – q ) × 10 ^ m +q ;                  

}

}



ضرب اعداد ( ٢-١٠تحليل پيچيدگي زماني در بدترين حالت براي الگوريتم
)٢صحيح

دستكاري يك رقم دهدهي در يك عدد صحيح بزرگ در: عمل اصلي
، divide 10 ^ mهنگام جمع كردن ، تفريق كردن، يا انجام اعمال 

  rem 10 ^m  10× يا ^ m .از اين اعمال را  هر يكm   بار انجام مي
.دهد

.، تعداد ارقام هر يك از دو عدد صحيح n:اندازه ورودي

است2تواني از  nكه   n > sبه ازاي 

3W(n/2)+ c n <=W (n) <= 3W (n / 2 +1) + c n

W (s) = 0

W (n) = θ (n ^ 1.58)



)بازگشتي(ام فيبوناچي  nجمله : ١-٦الگوريتم 
.ام از دنباله فيبوناچي را تعيين كنيد nجمله  :مسئله 

     int fib  (int n)

{

if ( n <= 1)

return n;

else

return fib (n – 1)  + fib (n – 2);

}



)تكراري(ام فيبوناچي n جمله:١-٧الگوريتم 
int fib2 (int n)
{

index i;
int f [0..n];
f[0] = 0;
if (n > 0)  {

f[1] = 1;
for  (i = 2 ; i <= n; i++)

f[i] = f [i -1] + f [i -2];
}
return f[n];

}



ن جمع كرد(تحليل پيچيدگي زماني براي حالت معمول براي الگوريتم
)عناصرآرايه

.sumافزودن يك عنصر از آرايه  به  :عمل اصلي
.، تعداد عناصر آرايهn :اندازه ورودي

T(n) = n



كجا نبايد از تقسيم و غلبه استفاده كرد
را كه در صورت امكان در موارد زير ازروش تقسيم و غلبه استفاده نمي كنيم چ

:مرتبه الگوريتم نمايي مي شود 
به دو يا چند نمونه تسيم مي شود كه  nهنگامي كه نمونه اي با اندازه  -١

:مثلاً .است  nاندازه آن ها نيز تقريباً برابر با 


تقسيم   n/cنمونه با اندازه  nتقريباً به  , nهنگامي كه نمونه اي با اندازه  -٢

يك مقدار ثابت است cشود كه 
د و توجه كنيد كه همه مسائل را نمي توان به نمونه هاي كوچك تر تقسيم كر

عدد بين  مثلاً اگر بخواهيم بزرگ ترين. سپس نتايج حاصله را با هم تركيب نمود
سپس , تايي تقسيم كرد  ١٠عدد را پيدا كنيم مي توان آن را به دو دسته  ٢٠

ي مثلا  ول.ماكزيمم هر دسته را يافته و با مقايسه اين دو بزرگ ترين را پيدا كرد
مجهولي نمي توان آن را به دو دستگاه  ٢٠معادله  ٢٠در مورد يك دستگاه 

مجهولي تقسيم كرد  ١٠معادله و   ١٠كوچك تر 




